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1 研究背景と目的
よく知られている保険会社の収支を考えたモデルにルンドベリ・モデルというものがある。以下のような式
で表せる。
Ut = u0 + (1 + )t  St
ただし、
Ut:サープラス
u0:初期サープラス
St:複合ポアソン過程
:ポアソン過程のパラメータ
:個々のクレーム額の期待値
:保険料に対する安全割増率
t:経過時間
このとき、
(u0) = lim
!1P (Ut≧ 0; 0 ≦ t ≦  jU0 = u0)
(u0) = 1  (u0)
上記の式で定義される (u0)と(u0)をそれぞれ、初期サープラス u0における存続確率と破産確率と呼ぶ。こ
の存続確率と破産確率の定義はこの Ut とは異なるサープラスのモデルにも使える。ルンドベリ・モデルはシ
ンプルな構造をしているため、解析的な性質も多く知られている。その中でも今回の研究にあたって重要とな
るいくつかの性質について紹介する。まず、破産確率そのものを解析的に求めることはこのルンドベリ・モデ
ルにおいてさえ、クレーム額X の従う分布に制約をかけるなどしないと難しい。そこで、有用となるのが以下
の不等式である。
(u0)  e Ru0
この不等式をルンドベリの不等式と呼ぶ。この式の Rを調整係数と呼び、次の方程式を満たす r の正の解で
ある。
1 + (1 + )r =MX(r)
次に、破産確率を表す式を紹介する。
(u0) =
e Ru0
E(e RUT jT <1)
である。上にも書いたようにこの式から破産確率を簡単な数式で表すことは難しい。しかし、個々のクレーム
額X がパラメータ の指数分布に従うときは、簡単に求められることが知られていて、その時は
(u0) =
1
1 + 
e 
u0
(1+)
1
になる。このルンドベリ・モデルを応用例として、再保険を用いることによって破産確率を最小化する方法が
ある。その場合のサープラスの式は
Ut = u0 +

(1 + )  (1 + )	t  S0t。
ただし、
:再保険再出割合
:最保険料付加率
S0t : (1  )(X1 +   +XNt)の複合ポアソン過程
となって、調整係数 Rに関する方程式は
1 +

(1 + )  (1 + )	r =M(1 )X(r)
のように表せることになる。ここでいう再保険は比例再保険を用いている。これらの式を応用して、条件が整
えば破産確率を最小化できるような再保険の割合を求めることができる。しかし、一般的には は よりも高
い値に設定されることが多い。つまり、再保険の割合を増やしていくと、出した割合以上に保険会社の利益が
少なくなっていくのである。再保険は保険会社にとって破産確率を減らすことと利益を上げることのトレード
オフの手段と言える。そこで、私は再保険の代わりに株式投資を用いることを提案した。何故なら、株式投資
が再保険よりも有効な手段である可能性があるからだ。株式投資は手持ちの資金を増やし利益をあげることの
できる手段であり、再保険のように適当な割合を決めて投資することで破産確率を減らせる可能性もあると考
えられるからである。　
2 株式投資を取り入れたモデル
2.1 株価の確率過程について
本研究では、株価の確率過程に幾何ブラウン運動を用いたモデルで考えた。
dSt
St
= dt+ dWt
ただし、
St:時刻 tにおける株価
:株価のトレンド（収益率）
株価のボラティリティ(現在の価格に対する値動きの標準偏差)
Wt:区間の長さ tのブラウン運動
dSt:株価の増分
dWt:ブラウン運動の増分
これを変形して
St = S0e
(  122)t+dWt
を求められる。この式により時刻 tの株価を時刻 0の株価と各パラメータやブラウン運動を用いて表すことが
できる。さらに、時刻 tの株価の期待値や分散について考えると
logSt = logS0 +

  1
2
2

t+ dWt
であるので、ここでWt～N(0; t)であるから
logSt～N

logS0 +

  1
2
2

t; 2t

2
となるので
E(St) = S0e( 
1
2
2)t+dWt
V(St) = e2tS20(e
2t   1)
となり、時刻 tにおける株価の平均と分散を求めることができる。
2.2 株式投資を用いたサープラスのモデル
ここでは、株価の確率過程の部分については、一つの銘柄でなく複数の銘柄や債権を組み合わせたポートフォ
リオとして設定する。再保険と株式投資の違いについて考えたときに、初期サープラスの u0 についても投資
する割合の一部分として使用できることがあげられる。そこで、このモデルを u0 についても投資に組み入れ
て考え
Ut = (u0 + ct)

e( 
1
2
2)t+dWt + (1  )	  St
ただし、
c = (1 + )
:総資産の株式投資割合
の式でサープラスのモデルを作った。ルンドベリ・モデルにおいてもそうだが、単純なサープラスのモデルで
あっても破産確率を解析的に求めるのは、非常に難しい。そこで、今回は「R」によるシミュレーションを用
いて破産確率を算出した。
2.3 シミュレーションによる破産確率の算出
今回のシミュレーションでは を 0.01毎に一万回ずつ 365日分シミュレーションを行い、破産した回数か
ら破産確率を求めた。このシミュレーションにおいては、各パラメータは実務を意識した設定を行った。まず、
期間 tについて考えた。支払い回数やクレーム回数の確率変数にポアソン分布を用いるような保険商品は、普
通は事故に関するものである。つまり、この式で想定される保険商品は損害保険の枠組みに入ると考えるのが
自然である。生命保険や年金などと違い、損害保険は年１回毎に契約を更新することになる。すると、現時点
で保険会社が保有している保険商品に対しての責任は一年後までである。各パラメータも一定期間毎に見直さ
れることや、収入や支払いを各日で行うと考え、ここでは、t = 1;    ; 365と設定した。次に金額に関する u0
と確率分布 X に関するパラメータと安全割増率 であるが、各保険会社が所持している財産や経営の方向性
などで変わってくるため、ここでは、ルンドベリ・モデルの理論値での破産確率に合わせて任意で決めた。ま
た、X の従う分布はルンドベリ・モデルの理論値との比較検討を行うため、指数分布で設定した。最後に株価
の確率過程に関するパラメータであるが、ここでは、インデックス投資に合わせた値で設定をおこなった。ま
ず、インデックスとは日経平均株価や TOPIXなどの株価指数のことを指す。インデックス投資とは、このイ
ンデックスに合わせて投資を行う方法である。この投資方法は端的に言ってしまえば、市場の平均値を狙う投
資手法であり、株式市場を効率的市場と考えたときに、有効な投資手法の一つと言える。具体的にはこれらの
パラメータを 2012年度 1月初から 2013年度 12月末までの一年間の日経平均株価の実値から求めた。まず、株
価のトレンドと指数分布X のパラメータの変数の区別をつけるため、それぞれ、1; 2とする。ここにルンド
ベリ・モデルによる破産確率を概ね 1%にするようなパラメータの組み合わせを作った。それが以下の表であ
る。
表 1: パラメータの設定
 1  t  u0 2 (u0)
1 0.00149 0.00047 365 0.5 630 50 1.00
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これらの値を用い、実際のシミュレーション結果を散布図と近似線で表したものが次の図 1である。図１にお
いて緑の線が線形近似、青の線が「R」の lowess関数を用いた非線形近似の線になっている。また、縦軸は破
産確率を、横軸は株式出資割合を表している。
図 1: と破産確率の散布図と線近似
図 1の非線形近似の線から、今回の場合では出資割合を増やすほど、破産確率が単調減少していっていること
が読み取れる。また、その傾きは が 0.6の付近でかなり小さくなっていることがわかる。この付近以降は、
の割合を増やしても破産確率に大きく影響しないため、もし、予測できていないリスクもあると考えれば、こ
の辺りの割合のほうが資産全額を株式投資するよりも良いと考えることもできる。また、の値が近くても破
産確率がかなりばらけてしまっている部分がある。この点についてはシミュレーションの回数が足りなかった
可能性と、「R」で用いられる乱数の特性、または解析的に収束しない可能性が挙げられる。
3 まとめと考察
今回設定したパラメータの組み合わせでは、シミュレーションによって散布図の近似線から投資を増やすほ
ど破産確率を低く抑えられそうなことがわかった。また、保険会社の能力を定数的に評価して、今回作ったサー
プラスのモデルを各保険会社にカスタマイズすれば、保険会社のとりえる戦略も定数的に評価する際に用いる
ことができる。課題としては、幾何ブラウン運動をモデリングに使ったことや今回用いた株式市場のパラメー
タが一年の INDEXを一日にスケーリングしたものといったことが影響して、ボラティリティが実際よりも低
い可能性がある。他にも、解析的な性質を求めていくといったことが挙げられる。
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